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Exercice |

On a observé au hasard et simultanément deux grandeurs physiques X et Y.
ces 10 observations sont présentées dans le tableau suivant:

Observation X Y
1 2 8
2 4 29
3 5 12
4 6 16
5 8 19
6 9 20
£ 10 23
8 11 26
9 12 - 25
10 14 30

On propose d’expliquer Y par X en utilisant un modeéle de régression lin€aire de la
forme:

Y=AX+B+¢

1) — Calculer les estimations de A (a) et B (b) de la droite de régression ajustée Y =
ax +b.

2) - Calculer le résidu correspondant a la premiére observation (i=1).

3) — Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

4) — Utiliser cette régression pour prévoir les valeurs de Y pour X= 16 et X=110.
Quelle prédiction est relativement plus précise que I'autre ? Justifier votre choix.

5) - Calculer R? = le coefficient de détermination. Interpréter sa valeur.

Exercice Il (les différentes parties de ce probléme sont indépendantes)

On se propose d'expliquer le salaire annuel actuel (Y) des employés par trois
caractéristiques: le salaire annuel de commencement de 'employé dans son emploi
actuel (X4), nombre d’'années d’ancienneté dans son emploi actuel (Xz), et nombre
d'années d’étude de I'employé (Xs). Les donneées (n=350) et leurs unités de mesure
sont présentées comme suit:



Y X1 X2 X3
: Salaire annuel Nomb’re
id Salaire a6 d’ar_mees Nombre
annuel acmelcommencement d’ancienneté ] d’?pnées
(1000 USD) (1000 USD) dans son emploi| d’étude
actuel
1 $15.76 $10.20 5.8 8
2 $15.90 $10.20 6.2 8
349 $110.63 $45.00 8.0 19
350 $135.00 $79.98 8.0 19

A cet effet, on propose d'utiliser un modéle de régression linéaire multiple de la
forme:

Y=A1 X +A Xo+ A X3+ Ay +¢ (Var(8)=02)
Le modéle ajusté est noté par Y; = aj Xq; + a2 Xz + a3 X3 + as.

Partie |

Le tableau d’analyse de la variance (ANOVA) correspondant est le suivant:

Source de variation Valeur Degré de liberté
Régression ? 3
Résiduelle 27301 2
Totale 134014 349

1)- Compléter ce tableau (les ?), puis exécuter le F-test (Fisher) pour évaluer
I'ajustement global du modéle au risque de 5%.

2) — Donner une estimation de Var(e) = ¢*.

Partie |l

L’estimation des moindres carrés conduit aux résultats suivants:

Coefficient| Estimation ig?r:;;fr?gjr:? SaleTr aect
aj 1.684 0.060 28.151
ap 1.894 0.441 4.291
as 973 0.163 5.955
as -20.126 3.393 2 -5.932

1) — Etablir les intervalles de confiance (& 95%) des quatre coefficients.
2) — Tester la nullité (=0) e chacun des coefficients (a 95%).

3) — Calculer le résidu correspondant a la premiere observation (numero 1)
présentée dans le tableau des donnees ci-dessus.




Exercice lll

On considére une fonction de production de forme Cobb-Douglas
Y= ALPKP (1

ou Y représente la production, L le travail, K le capital, et A est une mesure
du progres technologique. L'objective de cet exercice est d’estimer les parts
des facteurs B4 et 32, . En particulier on s'intéresse a tester 'hypothése de
rendement d’'échelle constant ; 81+ S2=1. On suppose gue vous avez des
données sur i = 1,...,n entreprises. On considere le modeéle suivant :

¥i= Lo+ Bili + Baki + €, (2)

1) Préciser la relation entre les variable en lettres majuscule de I'équation (1) et les
variables en lettres minuscules de I'équation (2). Quelle est I'interprétation de 3,7

2) Supposons que vous connaissez les résultats de I'estimation de I'équation (2)
(c'est-a-dire que vous connaissez ( £y, B1, £2) et la matrice de variance-
covariance correspondante. Expliquer comment construire un t-test pour Hq: 81+ 32

= 1 contre son alternative H, : B4 + B2 #1 (indication : n'oublier pas de considérer la
covariance entre 81and 82)

3) L’ Estimation de I'équation (2) en utilisant OLS donne le résultat suivant :

yi= 0.256 + 0.36(; + 0.68k; + ¢,
(0.11) (0.09) (0.23)
Nombre d’observation = 745, Cov(84,82 = —0.03,

Ou les nombres entre parenthéses sont les écart types. En utilisant toutes ces
informations, construire le test statistique qui test I'hypothése de rendement
d’échelle constant ( indication : utiliser le t-test). Calculer la valeur du test statistique
et comparer la avec la valeur critique de 1.647. Conclure.
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The t-distribution
t Table

cum. prob ts tr
one-tail 0.50 0.25
two-talls 1.00 0.50

Ly s te tas tas te £ 956 toey faam
0.20 045 040 0.05 0.025 001 0005 0.001 0.0005
0.40 030 020 010 005 002 0.01 0002 0.001

0845 1042 1200 1660 1984 2364 2626 3474 3300

Confidence Level




Table 7— F-Distribution (continued)
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The table below presents 10 observations of two variables X and Y.

Observation X Y
1 2 8
2 4 29
5 b 12
4 6 16
5 8 19
6 9 20
7 10 23
8 11 26
9 12 25
10 14 30

The objective of this exercise is to explain Y by X according to the following linear
regression model:

Y=AX;+B+eg
1) Find (a) and (b), the estimation of A and B relative to the estimated line Y=aX + b
2) Find the residual relative to the first observation (i=1).
3) Find the coefficient of linear correlation between X and Y.
4) Use the estimated regression to project the values of Y relative to X= 16 and
X=110. Which projection is more precise? Justify
5) Find the coefficient of determination R?. Interpret its value.

Exercise |l (the two parts of this exercise are independent)

The objective of this exercise is to explain the present (actual) yearly salary of
employees (Y) by three variables: the starting yearly salary of the employee in his
actual job (X;), the total year number passed in this job (X;), and the total year
number of attained education (X3). The data (n=350) and their Units are shown in
the following table:

{ Y X1 X2 X3
id Pfes;;;)r?arly Startsig&y;aﬂy Number of years |[Number of years
(1000 USD) (1000 USD) passed in the job in education
1 $15.75 $10.20 5.8 8
2 $15.90 $10.20 6.2 8
| 349 $110.63 $45.00 8.0 19
350 $135.00 $79.98 8.0 19




We suggest to use a multiple linear regression according to the following form:
Y=A) X #+A X0+ A X3+ Ay +¢

The estimated model is therefore;

(Var(e) = ¢?)

Yi=aq Xqi+tazXg +az Xsi + as.

Part 1
The corresponding table of variance analysis (ANOVA) is as follows
Degree of
Source de variation Value freedom
Regression i 3
Residual 27301 7
Total 134014 349

1) Find the missing value in the table (the ?). Execute F-test (Fisher) to evaluate the
global adjustment of the model at 5% level of risk.
2) Estimate Var(e) = o.

Part Il
The table below presents The parameter (coefficient) estimations using the OLS
method
Coefficient| Estimation standard error Calculated t
aq 1.684 0.060 28.151
a, 1.894 0.441 4.291
as 973 0.163 5.955
= -20.126 3.393 -5.932

1) Construct for the four variables, the confidence intervals (at 95%)

2) Test the null value (=0) of each coefficient (at 95%).

3) Calculate the corresponding residual for the first observation (number 1) shown in
the above data table.

Exercise Il

Consider a standard Cobb-Douglas production function:
Y= ALP'KP, (N

where Y is output, L is labor inputs, K is capital inputs, A is a measure of
technology. The primary interest is in estimating 81 and B, the factor shares.
In particular, we are interested in testing the constant returns to scale
hypothesis: 81 + B2 = 1. You obtain data on / = 1,...,n firms. Consider the
following model

Vi= Bo + Bili + Boki + €, (2)

1) Spell out the precise relationships between lowercase variables in
equation (2) and their uppercase counterparts in equation (1). How do
you interpret 3,7

2) Suppose you have the estimation results for equation (2), i.e. you know, ( By, B,
B2 ) with their variance-covariance matrix. Explain how to construct a



t-test for Hy: B4 + B2 = 1 against the two sided alternative Hy : 81+ Bo=1. (Hint:
don’t forget about the covariance term between 8 and §85).

3) Estimating equation (2) via OLS produce the following output:

V;= 0.256 + 0.36/; + 0.68k; + ¢,
(0.11) (0.09) (0.23)
Number of obs. = 745,Cov(8 1,82 = —0.03,

where the small numbers in parentheses represent standard errors.
Using all this information, construct the test statistic that tests the
constant returns to scale hypothesis. (Hint: you need to use t-test here.)
Compute the value of this statistic and compare it with the critical value
of 1.647. What do you conclude?
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The t-distribution
t Table

cum. prob tso t. 7YY tas teo tas s fe t 5es t o Loves
onetaill (.50 0.25 020 045 040 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 D.ODOSI
1.00 0.50 040 030 020 040 005 002 0.01 0.002 0.001

0.000 1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 1271 31.82 63.66 31831 636.62

0.000 0.816 1.061 1.386 1.886 2.920 4,303 6.965 9925 22327 31.599

0.000 0.765 0.978 1.250 1.638 2.3583 3.182 4.541 5841 10215 12924

0.000 0.741 0.941 1.190 1.533 2.132 2776 3747 4.604 71473 8.610
2.571

100 0.000 0:8?7’ 0:845 1.042 1290  1.860 1.984 2364 2.626 3: 174 3.390

Confidence Level




Table 7— F-Distribution (continued)
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