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Exercice 1

Pour tout n € N, on pose

S|
. :/ " =% dx.
0

1
1. Montrer , tout N, <I,< .
(a) Montrer que, pour tout n € ona——— =S o

(b) Montrer que, la suite (I,)n est strictement décroissante et converge
vers 0.
(c) En utilisant une intégration par parties, montrer que

Lyi=@m+DL-1 (neN)

2. On considére la suite (un)nen définie par u, = nle — I,.

(a

) Trouver une relation entre tn 1 et up.
(b) Calculer u;. |
(c) En déduire que pour tout n € N, u, est un entier naturel.
(a) Montrer, en utilisant ce qui précede, que quelque soit n € N, le
réel (nle) n’est pas un entier naturel.
(b) Déduire que le réel e n’est pas un nombre rationnel. (Indication :
on pourra remarquer que si p, ¢ € N*, alors pour tout entier
n > q, le nombre n!% est un entier naturel. '

3.

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur [1,4o0[ par f(z) =Inz + z?

1. Montrer que f admet une fonction réciproque f —1 dont on déterminera
le domaine de définition.

2. Montrer que, pour tout n € N*, I'équation f(z) = n admet une solu-

tion unique dans [1, +0o[, notée up. ;
3. Comparer f(un41) et f(un). En déduire que la suite (u )n est crois-
sante.

4. On suppose que la suite (un ), converge vers l. Déterminer 1i_>m (In(un )+ u2).
n—00

En déduire une contradiction et déterminer lim uy.
n—oo




Exercice 3

Soit ¢ : R — R une fonction continue. On définit la fonction f sur R par
T

/()
1.

=/ sin(z — t)g(t) dt.
0

En utilisant Iidentitée sin(z —t) = sinx cost — cos z sint, montrer que
f est dérivable sur R avec

fl(z) = /Om cos(z — t)g(t) dt.

2. Déduire que f vérifie 'équation différentielle : ¢ +y = g(z) (E).
3. Résoudre (E).

Exercice 4

Déterminer le domaine de définition de la fonction

1 e —1 1
oy —1 ——
frams () -

T

Montrer que f est impaire sur son domaine.
2
z
Sachant que, e =1+z + o + 2?%¢(x), on lilrb e(z) = 0, montrer que
T

f est prolongeable par continuité en 0.

Exercice b

Pour tout n € N, on définit la fonction Fy, sur [0, +oo par

1.
2.

3.

’“ dt
Calculer Fp(z) et lim Fp(z).
T—00
A ’aide d’une intégration par partie, trouver une relation entre Fry1 (z)
et Fp(z).
On considére la suite (I, )nen définie par I = le F.(z)
TR0
(2) En se reférant & la question (2), montrer que

I _ 2n-+1
n+l = 2(n+1) n-



(b) Etablir par récurrence sur n € N que

(c) La suite (I), est-elle convergente ?Justifier votre réponse.

Exercice 6

Un questionnaire & choix multiples est composé de n questions indépendentes
les unes des autres. A chaque question correspond r réponses différentes dont

une seule est correcte.

Un candidat répond au hasard & chaque question. On désigne par C; I'événement
" la réponse du candidat & la question numéro % est correcte”. pour ¢ =
1,2,..,mn et on désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de
réponses correctes données par le candidat & l’ensemble de n questions.

1. Déterminer P(C;).
2. (a) Exprimer 'événement (X = n) en terme des C; et déduire

P[X =mn].
(b) Exprimer 'événement (X = 0) en terme des C; et déduire
P[X =0].

3. Quelle est la loi de X. Donner I'expression de P[X = k|, en fonction
den,ret kpourk=0,1,2,..,n
4. Soit E[X] = Z}_okP(X = k) Montrer que : E[X] =

Exercice 7

1. Montrer que : kC¥ = nC’ﬁ:} pour 1 <k<n

2. En déduire que : Y p_; kCk = n2n~1

3. En utilisant la formule de Vandemonde : C3,, = 3 k_o Cckcr=*, mon-
trer qu'on a Y p_; HoSTE an(;l_l)

Exercice 8

On considére n urnes Uy, U, ....., U, de composition comme suit : Uh
contient (p -+ 1) boules bleux et une seule boule rouge. les autres sont de
composition identique contenant chacune p boules bleux et une rouge. On
tire une boule, au hasard, de I'urne Uy qu’on ajoute & Uy, puis une boule de



U, ainsi modifiée, qu'on ajoute & Us et ainsi de suite... on tire une boule de

Us—1 qu'on ajoute a Up,.
On désigne par Ry, I'événement : ” La boule tirée de I'urne Uy est rouge”.

1. Calculer P(R;).

, ' 1 1

2. Montrer qu’on a : P(Rp) = mP(Rl) o s
1 1

3. En déduire qu’ : P(Ry) = ——=P(Rg- —— 2< k< 0.

n déduire qu’on a : P(Ry) P ( k1)+p+2 <k<n

1
4 Onpose vg = P(Rg) — ——; 2< k< n
pose vy = P(Ry) o]

() Montrer que la suite () est une suite géométrique et déterminer
sa raison.

(b) Donner Pexpression de vy en terme de k.

(c) En déduire la valeur de P(Ry).

Exercice 9

Soit F et F deux ensembles finis. On pose Card(E) = n et Card(F) = p.

1. Montrer que le nombre d’applications de E dans F est égale & p™.

2. Pour B € P(E), on désigne par xp la fonction caractéristique (indi-
catrice) de B définie par :

1 size B,
XB(“)z{ 0 siz¢B.
Soit G 1'ensemble des applications de E dans {0, 1}, on définit I'appli-
cation
® . PE) — G
B — XB

Montrer que ® est bijective.
3. Déduire que card(P(E))= 2".

Exercice 10
Soit @ € C*, ¢ > 0 et S le sous ensemble de C donné par :
S={z€C; |z—a|—|z+a|]=2c}

A. 1) Montrer V'inégalité classique ||z1] — 22| | < [21 — 25] et déduire
que si z € S alors |2a| > 2c.

4



2) Déterminer Iensemble S lorsque ¢ > |a.
3) On suppose ¢ = 0, décrire géométriquement I’ensemble S.
B. On suppose dans cette partie que a € R7..

1) Montrer que : z € § & c|z+a| = —aRe(z) — c?, ou Re(z) désigne
la partie réelle de z.

2) Montrer que si ¢ = a > 0, alors I'ensemble S est réduit & un
intervalle que 'on déterminera.

3) On suppose que 0 < c < a.

a) Montrer que ’ensemble S est la conique d’équation

g i )
2Ll g

ou z et y appartiennent & R avec z = z + 4y.

b) Donner la nature de cette conique, préciser ses foyers et des-

siner la.
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Exercise 1

For each n € N, put

1
I'n. =/ z" e(l—m) dx.
0

1
1. (a) Show that, for each n € N, we have <I,<—70:.
n+1 n+1

(b) Show that, the sequence (In,)n is strictly decreasing and converges
to 0.
(c) Show that .
Liyi=Mn+1)L -1 (n € N).
9. Consider the sequence (un)nen, defined by u, = nle — In.
(a) Find a relation between un41 and un.
(b) Calculate uy.
(c) Deduce that for each n € N, u, is a natural integer.
3. (a) Using the previous parts, show that, for each n € N, the real
number (nle) is not a natural integer.

(b) Deduce that the real number e is not a rational number. (Hint :
notice that if p, ¢ € N*, then for each integer n > g, the number

nlg is a natural integer.)

Exercise 2

Let f be the function defined on [1,c0[ by f(z) =Inz + z?

1. Show that f has an inverse function f ~1, whose domain of definition
is to be determined.

2. Show that, for each n € N, the equation f(z) = n has a unique solution
in [1, co[, denoted by un.

3. Compare f(unt1) and f(un). Deduce that the sequence (un)n is in-
creasing.

4. Suppose that the sequence (un)n converges to [. Determine ILm (In(un)+ u2).

n—oo

Deduce a contradiction and determine lim up.
n—00



‘ Exercise 3
Let g : R — R be a continucus function. Define the function f on R by

T
f(z) = / sin(z — £)g{t) dt.
0 e
1. Using the identity sin(z — t) = sinz cost — coszsint, show that f is
differentiable on R with

fl(z) = /03 cos(z — t)g(t) dt.

2. Deduce that f satisfies the differential equation : y"’+y = g(z) (E).

3. Solve (E).

Exercise 4

1. Determine the domain of definition of the function

1 -1 1
f.:vv—égln( . )—5

2. Show that f is odd.
2 .

3. Given that, e* =14z + Ly z%¢(z), where li_l')r%) g(z) = 0, show that
T

f can be extended by continuity at 0.

Exercise 5

For each n € N, define the function F, on [0, c0[ by

. N dt
Fn(w)z/o zl—HW

1. Calculate Fy(z) and $ll>n;10 Fy(z).
2. Using an integration by parts, find a relation between Fpii(z) and
Fo(z).
3. Consider the sequence (In)nen defined by I, = 11)120 Fo(z)
T
(a) Referring to question (2), show that

n+1
oo = =cllis oy
T+ 1)



(b) Establish by induction on n € N that
I = (@2n)t m
" ogn(nl)2 2]

(c) Is the sequence (In), convergent ? Justify your answer.

Exercise 6

A multiple choice questionnaire is composed of n independent questions.
Each question has r different answers, one exactly of which is correct.

A candidate answers randomly each question.
Let C; be the event : The candidate answers correctly the ith question for
i=1,2..n. Let X be the random variable equal to the number of correct

answers given by the candidate to the set of the n questions.

1. Determine P(C}).
2. (a) Express the event (X = n) in terms of the C; ’s and deduce

P[X =n].
(b) Express the event (X = 0) in terms of the C; ’s and deduce
P[X =0].

3. What is the probability distribution of X. Give the expression of
P[X = k], in terms of n, r and k for k=0,1,2..,n

4. Let E[X] = £p_okP(X = k) prove that : E[X] = g

Exercise 7

1. Show that : kCEF =nCi{for1 <k<n

9. Deduce that : Y.7_; kCF = n2n~!
3. Use the Vandemonde formula : C2',, = > =0 C,’I“C’g‘”k, to show that
mn—1

S kCECE ] =nCy 1

Exercise 8

We consider n urns Ui, Us, ....., Un with the following composition : Up
contains (p+1) blue balls and one red. The others have the same composition

with p blue balls and one red.
One ball is drawn randomly from the urn U; and added to Uy, then one ball

is drawn from Us so modified and added to Us and so on... one ball is drawn

from U,_1 and added to Un.
Let Ry designate the event : the selected ball from urn Uy is red.

3



1. Calculate P(R1).

= 1
2. Show that : P(Ry) = ——=P(R1) + ——
ow that : P(Rg) = 25 PR 2

1 1
3. Prove that : P(Ry) = ——P(Ri_1) + ——; 2< k< n.
oV (Rx) g (kl)vp_*_g <k<n

' 1
4. tvg = ——2< k< .
We set vx = P(Rk) P <k<n

(a) Show that the sequence (vy) is a geometric sequence and deter-
mine its ratio.
(b) Give the expression of vy in terms of .

(c) Deduce the expression of P(Ry).

Exercise 9

Let E and F be two finite sets. Set Card(E) = n and Card(F) = p.
1. Show that the number of applications from E into F equals to p™.

2. For B € P(E), we designate by xp the characteristic (indicator) func-
tion of B defined by :

(z) = 1 ifzeB,
XB\Z) =1 0 ifz ¢ B.

Let G the set of mappings from E into {0, 1}, we define the mapping :

®:PE) — G
B — xB

Show that @ is bijective.
3. Deduce that card(P(E))= 2".

Exercise 10

Let a € C*, ¢ > 0 and S the subset of C given by :
S={z€C; |z—a|—|z+a|=2c}.

A. 1) Show the classical inequality ||za| — |zo|| < |21 — 22| V21, 22 €C
and deduce that if z € S, then |2a| > 2c.

2) Determine the set S when ¢ > |al.
3) We suppose ¢ = 0, describes geometrically the set S.



B. We suppose in this part that a € RJ.
1) Show that : 2 € S & c|lz+ a| = —aRe(z) - c?, where Re(z)
designates the real part of z.

2) Show that if ¢ = a > 0, then the set .5 is reduced to an interval
which will be determined.

3) We suppose that 0 < ¢ < a.
a) Show that the set S is the conic of equation :

where 2 and y € R and z = z + 1y.
b) Give the nature of this conic, specify its focii and draw its
graph.
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